1. Se dau A (nxn) tridiagonala simetrica pozitiv definita si b un

vector din Rn. // R la puterea n

Se considera functia:

F(x) = x'Ax - b'x

si se noteaza cu x* punctul de minim al lui F(x) adik F(x*) = min F

(x) cand x se plimba in Rn

a) aratatzi ca x* e solutie unica a sistemului Ax = b

b) alg pentru calculul lui x*

c) determinati expresia lui y = F(x*) in functie de date si

prezentati cateva scheme pt calculul lui.

d) care este cea mai buna si de ce?

e) Aplicatie numerica:

i) n=1, A=1, b=2

ii) n=2, A = [1 2; 2 5]; b = [1; 3]

2. Se da A (tot nxn) sup. bidiag. cu elem A_21 != 0;

x x

y x x

  x x

    x

(cam asa)

a) alg. care genereaza rotatia P_ki a.i. (P_ki A)(2,1) = 0 (sa

anuleze y-ul). Cine sunt k si i?

b) algoritmul de aplicare (A <- B = P_ki A)

c) ce struct are B ?

d) alg. care genereaza rot. Q_lj a.i (B Q_lj')(1,3) = 0;

cine's l si j?

c) alg. care o aplica (A <- C = B Q_lj)

d) ce struct are C?

e) continuati algoritmu a.i. A sa ajunga bidiagonala

f) la ce se foloseste?

3. Se dau A (nxn) si b un vector (n comp.)

a) alg. care genereaza refl U1 ai (U1 b)(i) = 0, i = 2:n

b) alg. care aplica (A <- B = U1 A )

c) alg. care aplica la dreapta (A <- C = B U1)

d) continuati alg. pentru a aduce matricea C la forma sup hess

(A <- H = U'AU). Ce expresie are U ?

e) aratati ca:

i) H si A sunt ortho asemenea; care e matrix de transformare?

ii) U'g = g, unde g = U1 b

REZOLVARI

1) a)


Determinam punctul de minim al functiei. Pentru aceasta aplicam faptul ca, daca x* punct de minim, nabla*F(x*)=0 (toate derivatele partiale ale F in functie de componentele lui x, in punctul x*, se anuleaza), unde nabla'=[d/dx1 d/dx2 ... d/dxn] iar x1...xn componentele lui x.


nabla*F(x)=nabla*(x'Ax-b'x)=nabla x'Ax-nabla b'x=In Ax-nabla (suma bi*xi, i=1:n)=Ax-b => nabla F(x*)=0 <=> Ax*-b=0 <=> Ax*=b ,deci quod erat demonstrandum.

b)


Pentru calculul lui x* rezolvam sistemul Ax=b. Deoarece A simetrica si pozitiv definita, cel mai eficient este sa facem mai intai o factorizare Choleski a lui A (A=LL') folosind un algoritm adaptat formei lui A (tridiagonala), iar apoi, folosind faptul ca L va fi inferior bidiagonala (se poate demonstra) si ca Ax=LL'x=L(L'x), notand z=L'x, vom rezolva sistemele Lz=b si L'x=z.

Alg 1b (suprascrie in A pe L pe diagonala principala si pe cea de sub ea)

1.pentru k=1:n


1.akk<-lkk=(akk-suma( (lkj)^2 , j=k-1:k+1))^(1/2)


2.ak+1,k<-lk+1,k=(ak+1,k-lk+1,k+1 lk,k+1)/lkk

2.z1=b1/l11

3.pentru i=2:n


1.zi=(bi-li,i-1 zi-1)/lii

4.x*n=zn/lnn

5.pentru i=n-1:-1:1


1.xi=(zi-li+1,i xi-1)/lii

c)


Se observa usor ca F(x*) este 0, deci expresia lui e cam simpla. Cred ca aici era de fapt sa determinam expresia lui y=F(x), cu x oarecare.


Pe rand:


Ax=[(a11x1+a12x2+...+a1nxn) ... (an1x1+an2x2+...+annxn)]'


x'Ax=suma(xi suma(aij xj, j=1:n), i=1:n)


b'x=suma(bi xi, i=1:n)


F(x)=suma(xi suma(aij xj, j=1:n)-bi, i=1:n) 


O idee de calcul e sa efectuam produsele imediat. Alta e sa calculam expresia.


O alta observatie ar fi aceea ca:


b=Ax* => b'= (x*)' A'= (x*)' A    (A simetrica) =>


=> x'Ax-b'x=(x-x*)'Ax


Am vaga impresie ca ultima e cea mai buna, dar nu pot explica de ce (intuitie masculina :P)

2) a)


Evident, k si i sunt liniile pe care actioneaza rotatia, in cazul nostru k=1, i=2

Alg 2a

1.r=sqrt(a11^2+a21^2)

2.c1=a11/r ; s1=a21/r

3.P12=In

4.p11=p22=c1

5.p12=s1 ; p21=-s1

b)

Alg 2b

1.a11=r ; a12=0

2.Pentru j=2;3


1.t=c1 a1j+s1 a2j


2.a2j=-s1 a1j+c1 a2j


3.a1j=t

c)

B va fi de forma

x x y

0 x x

    x x

      x

d)

Alg 2d

1.r=sqrt(a12^2+a13^2)

2.c2=a12/r ; s2=a13/r

3.Q23=In

4.q22=q33=c2

5.q23=-s2 ; q32=s2

e)

Alg 2e

1.a12=r ; a13=0

2.Pentru i=2:3


1.t=c2ai2+s2ai3


2.ai3=-s2ai2+c2ai3


3.ai2=t

f)

C este

x x 0

0 x x

  y x x

      x

g)

Alg2g

1.Pentru k=1:n-1


1.r=sqrt(akk^2+ak+1,k^2)


2.ck1=akk/r ; sk1=ak+1,k/r


3.akk=r ; ak+1,k=0


4.Pentru j=k+1:min(k+2,n)



1.t=ck1akj+sk1ak+1,j



2.ak+1,j=-sk1akj+ck1ak+1,j



3.akj=t


5.Daca k==n-1 stop


6.r=sqrt(ak,k+1^2+ak,k+2^2)


7.ck2=ak,k+1/r ; sk2=ak,k+2/r


8.ak,k+1=r ; ak,k+2=0


9.Pentru i=k+1:k+2



1.t=ck2ai,k+1+sk2ai,k+2



2.ai,k+2=-sk2ai,k+1+ck2ai,k+2



3.ai,k+1=t

h)


La decompunerea valorilor singulare, dupa aducerea matricii A la forma superior bidiagonala J, in faza iterativa (v curs)

3)a)


Algoritmul urmator chiar genereaza matricea U1. Totusi U1 poate fi descris de vectorul u1 si de beta, generate de algoritmul DOI din cursul 6 (sau 7).

Alg 3a

1.sigma=sign(b1) suma(bi^2, i=1:n)^(1/2)

2.miu1=b1+sigma ; miui=bi, i=2:n

3.beta=sigma miu1

4.U1=In

5.Pentru j=1:m


1.Pentru i=1:n



1.u1ij=u1ij-miui miuj/beta


Algoritmul DOI particularizat la problema ar fi:

Alg 3aDOI

1.sigma=sign(b1) suma(bi^2, i=1:n)^(1/2)

2.u11=b1+sigma ; ui1=bi, i=2:n

3.beta=sigma u11


Voi folosi iesirea acestui algoritm in continuare.

b)

Alg3b

1.Pentru j=1:n


1.niu=suma(ui1 aij, i=1:n)/beta


2.A(:,j)<-B(:,j)=A(:,j)-niu u1

c)

Alg3c

1.Pentru i=1:n


1.niu=suma(uj1 aij, j=1:n)/beta


2.A(i,:)<-B(i,:)=A(i,:)-niu u1

d)


Algoritmul il gasiti in cursul 11 sub numele de HQ (nu-l mai scriu; ma doare... tastatura). Nu il vom mai aplica lui A, ci lui C, cum ne cere problema.


Logic, U=U1 U2 ... Un-2

e)

    i)  Chestia e evidenta si nu stiu ce trebuie "demonstrat". Doua matrici reale A si B sunt ortogonal asemenea daca exista Q ortogonala astfel incat B=Q'AQ. Toti reflectorii sunt ortogonali (UU'=U'U=In), iar produsul unor matrici ortogonale este ortogonal => U e ortogonal => prin definitie A si H sunt ortogonal asemenea.


Demonstratia poate se leaga de faptul ca doua matrici ortogonal asemenea au aceleasi valori proprii (desi asta e mai mult o consecinta a definitiei a doua matrici ortogonal asemenea). Fie M o matrice complexa oarecare, iar lambda vectorul valorilor sale proprii. Daca notam prin S=diag(lambda) (matricea care are pe diagonala elementele lui lambda si 0 in rest) numita forma Schur a lui M, atunci exista Q ortogonala astfel incat M=Q'SQ. Pentru M real, S e cvasidiagonala. Atunci exista S cvasidiagonala, Q ortogonala astfel incat A=Q'SQ. S contine valorile proprii ale lui A, fie efectiv pe diagonala, fie sub forma de blocuri 2x2 e diagonala ce definesc o ec de gr 2 ale carei solutii neaparat complexe sunt valori proprii ale lui A. Observam ca H=U'Q'SQU= T'ST, T=QU, T ortogonala (produs de mat ortogonale) => S defineste si valorile proprii ale lui H => H ortogonal asemenea cu A.

    ii) g=U1b va avea forma


tz


0


.


.


.


0

cu tz!=0.


Cand aplicam u'=Un-2 ... U2 U1, deoarece toate elementele de la 2 incolo sunt 0, U' nu va avea efect. Deci U'g=g, qed.


Sper ca se intelege cat de cat. Daca descoperiti greseli sau aveti sugestii, nu eztati sa dati mail. Partea a doua (celelalte subiecte date) le pun maine ca ma dor mainile de la atata scris. Sau scanez foile pe care scriu rez si le pun direct. Shit, de ce nu mam gandit mai devreme la asta?!

REZOLVARI

1) a)

____________

| |_        |

|   |_  R   |

|     |_    |

|  L    |_  | = T  (asa e stocata info)

|         |_|

|___________|

alg 1a

1. pentru i=1:n


1. pentru j=1:n



1. daca j<=i tij=tij+suma(tkj tik, k=i+1:n)




altfel tij=suma(tkj tik, k=i+1:n)

b) det(A)=det(R L)= det(R) det(L)= 1 det(L)= produs(lkk,k=1:n)

c) 


Fie X=A^(-1) => X=(RL)^(-1)=L^(-1) R^(-1) => miu=u'L^(-1)R^(-1)v


Pentru calculul inverselor lui L si R folosim exemplul problemei 3 din seminarul 2:

alg1c

%calculam inversa lui R care va fi tot sup triungh unitate

1. Pentru j=n:-1:1


1.pentru i=j-1:-1:1



1.tij<-(-suma(tik tkj, k=i+1:j))/tij

%calculam inversa lui L

2. Pentru i=n:-1:1


1.tii<-1/tii


2.pentru j=i-1:-1:1



1.tij<-(-suma(tik tkj,k=j+1:i))/tij

3.pentru k=1:n


1.uk<-suma(ui tik, i=k:n)         %u'L^(-1)


2.uk<-uk+suma(ui tik, i=1:k-1)    %(u'L^(-1))R^(-1) ; se putea scrie direct uk<-suma(ui tik, i=1:n), eu leam pus asa ca sa se vada etapele

4.miu=u'v

d)


u'x=suma(uk xk, k=1:n)=0 => x1=suma((uk/u1) xk, k=2:n) => x= suma(xk [-uk/u1 0 ... 0 1 0 ... 0]', k=2:n) aaprtine de N, unde acel "1" din vector e pe pozitia k, iar xk, k=2:n, reali oarecare. Deci am gasit o baza pentru N, anume multimea acelor vectori din suma. Cum vectorii sunt n-1, dimN=n-1, iar cf relatiei, orice x apartine lui N se scrie ca o combinatie liniara de acesti vectori => N sp liniar.


N perpendicular este sp{u} - spatiul generat de u, anume {x | eista alfa real ai x= alfa u}

e)


Proiectia ortogonala a lui v pe N va fi:


pr N v= Q Q' v , unde Q e matricea care are pe coloane vectorii din baza lui N. Din calcule iese expresia proiectiei

f) 


Rotatiile sunt P12, P13, ..., P1n. Se generaza cum stim cu alg pe care lam scris de 100 de ori (cu r=sqrt... si c si s)

2) a)

alg2a

1.sigma=sgn(a11)(suma(a1j^2, j=1:n))^(1/2)

2.v11=a11+sigma ; vj1=a1j, j=2:n

3.beta1=sigma v11

%V1 e descris de v1 si beta; dc trebuie generat neaparat ca matrice, il generam cu

4.V1=In-v1v1'/beta1

b)

alg2b

1.a11=-sigma ; a1j=0 ,j=2:n

2.pentru i=2:m


1.niu=v1'A(i,:)/beta1


2.A(i,:)<-A(i,:)-niu v1

c)

alg2c

1.sigmau=sgn(a21)(suma(ai1^2, i=2:m))^(1/2)

2.u22=a21+sigmau ; ui2=ai1, i=3:m

3.betau=sigmau u22

%se genereaza ca matrice ca V1

d)

alg2d

1.a21=-sigmau ; ai1=0 i=3:m

2.Pentru j=2:n


1.niu=u2'A(:,j)/betau


2.A(:,j)=A(:,j)-niu u2

e)


Reflectorii sunt ortogonali. Prin definitie, C este ortogonal echivalenta cu A daca exista T,S ortogonal ai C=TAS. Pai si exista T=U1 si S=V1...

f)


Se continua generand V2 ai (CV2)2j=0, j=3:n si U3 ai (U3CV2)i2=0, i=4:m si tot asa pana cand obtinem din A o matrice inferior bidiagonala

g)


Procedura sar putea folosi la descompunerea valorilor singulare ale lui A. Se procedeaza la fel ca in curs, dar acum J va fi inferior bidiagonala, nu superior (deci totul va fi transpus).

3) a)


Val proprii sunt elem de pe diag lui D. Vectorii proprii sunt coloanele lui U (incercati sa faceti produsul dintre A=UDU' si o coloana a lui U tinand cont ca toate coloanele lui U sunt ortoonale intre ele)

b)


Valorile singulare ale lui A sunt radacinile patrate ale valorilor proprii strict pozitive ale lui A, deci ale elem pozitive de pe diag lui D.

c)


Rangul lui A este egal cu numarul de valori singulare ale lui A, deci si cu nr de valori proprii strict pozitive.

alg3c

1.r=0

2.pentru k=1:n


1.daca dkk>0 r=r+1

d)


K(A)=sigma1/sigman, unde sigma1 e valoare sinulara cea mai mare a lui A, iar sigman cea mai mica.

alg3d

1.sigma1=0 ; sigman=0

2.pentru k=1:n


1.daca dkk>0



1.sigma1=dkk



2.sigman=dkk



3.pentru i=k+1:n




1.daca dii>sigma1, sima1=dii altfel





1.daca dii>0 si dii<sigman sigman=dii



4.stop

3.daca sigma1!=0 k(A)=sigma1/sigman

e)


Poate ca ma insel, dar deoarece A patratica, A+=A^(-1)=(UDU')^(-1)=UD^(-1)U'

BAFTA!

