Capitolul 8: Controlabilitatea ca Proprietate Structurali(globala)
Cap7 (in caiet)

Definitia 1: Un sistem X = (A, B, C) (sau o pereche (A, B)) este controlabil daca si numai daca:
rgB AB .. A“'B|=n (1)

Propozitia 1: Echivalenta conserva controlabilitatea

Demonstratie: Fie X = (A, B, C) si > = (A, I§, é) doua sisteme echivalente cu transformarea
de echivalenta T « R™". Atunci, avem;

A=TAT™

. (2)

B=TB

Calculam:
. def

R=[6 AB .. A~B|=-[re TAT*TB .. TA"T*TB]=-T[B AB .. A"'B]De
unde putem scrie direct ca :
R=TR (3)

ceea ce Inseamna ca:
rfTR=n<rgR=n
adica controlabilitatea este observata.

Teorema 1: La o schimbare de coordonate, matricea de controlabilitate se modifica astfel:
R=TR

Teorema 2: Teorema de descompunere controlabila. Fie £ = (A, B, C) deci exista un izomorfism
T e R™ astfel incat:
A:TAT"l{A1 %}
0 A

. B,
B=TB-=
0

C=CT'=[C, C,]
unde perechea (A, B, ) este de dimensiune r, = rgR si este controlabila.

def| X
Observatie: Interpretarea notiunii de controlabilitate. Fie X =TX :{ ! } Daca aplicam schimbarea
X2
de coordonare din teorema de descompunere controlabild, atunci:

- 2T (e
y=lc, c{i }

adica:



X, = AX +AX, +Bu

X, = A)X, (8)

y=Cx, +C,X,
Din relatiile (8) deducem ca exista in sistem o stare partiald X, care nu este influentatd de comanda
dar care afecteaza intreaga evolutie.

Propozitia 2: Un sistem este echivalent intrare-iesire cu partea sa controlabila.

Demonstratie: Calculim T (A1)

2 TDescC(Itlolabila n A 1A B ﬂll _A1 _A3 -1 Bl
TW=TR) =  C¢u-A"B=[c, c{ . /IIZ—Aj {o}

-[c, CZ{(ﬂll - A . _*Az )J{Eﬂ -C,(1,-A) B, = T,(2)

Observatie: Partea necontrolabila nu se vede intrare-iesire (adica nu are nici o contributie
pe iesire)

Demonstratie: Fie R o bazi a lui R de dimensiune n_ = rgR si fie S o completare pani la o

nesingulari in T .
def -
T =[R s] (©)
De exemplu, putem alege S =R™.

Observatie: Dorim ca:

[R s]*AR s]:{gl /ﬂ (*)
R SFB={%} (%)
Dar:
AR s|=[R sﬁl fj (13)
Sau
[AR As]=[R sm‘l 232} (14)
Deducem ca:
AR =RA, (15)
AS = RA, +SA,
Deci

mj:[ﬁ s|* As

Rimane de aratat ca JA astfel incat AR = RA,



Lema 1: A-invarianta lui R

AR cR (16)
Demonstratie:
AR=AImB AB .. A"'B|=Im[AB .. A"™'B A"B|=
ImAB .. A™B (-l -..-a, A”B)]cimB AB .. A™B]JZR
Interpretarea lemei 1:

R=Im(R)

AImR]= ImR sau Im[AR ]| Im[R] ceea ce ne duce cu gandul la teorema
. Ax = B are solutie daca si numai daca Im[B]c Im[A]”. Putem scrie astfel ca:

3x astfel incat AR = Rx
Fie x = A, ceea ce demonstreaza (*).

Lema 2:
Im[B]c R

R=ImB AB .. A™B|=Im[B]+ImAB A?B .. A™'B|=Im[B]

Demonstratie:

R-TR-[8 AB .. A“lé]—[ﬁl} {‘(\; jﬂm {’31 :HSH

PR - ]

lar rgR =rgR =rg [Al AB .. Al"°_l BlJ pentru ca toti termenii de la puterea
n. —1 incolo sunt combinatii liniare.
De aici deducem ci (A, B,) este controlabila, deci n_ = rgR

Interpretarea lemei 2:
Im[B] < Im[R]
de unde deducem ca
3x astfel incat B = Rx

Fie x = B, ceea ce demonstreaza (**).

Teorema 2: Criteriul Hautus de controlabilitate. Perechea (A, B) este controlabili daci si numai
daca rg[Al —A|B]=n, VieC.

Demonstratie:

a) directa:
Vom folosi metoda reducerii la absurd. Fie (A, B) controlabila si 31 astfel incat
rg[Al —A|B]<n. (17)

Asta inseamni ca 3&T # 0 astfel incét:



ET[Al-A|B]=0 (18)

Deci avem:
ET(AUl-A)=0 (19)
ETB=0 (20)
Din (19) deducem ca:
§TA=2¢T (21)

Calculim R, tinAnd seama cd £'B=0:
ETAB=A£TB=0

éT An—lB — (éT A)An—ZB — MT O — 0
Insumand relatiile de mai sus, avem ca:

£'B AB .. A™B|=0 (22)
cu &7 #0 ceea ce este absurd, deoarece dacd rg[B AB .. A”’IB]<O avem (A B)
necontrolabila.
b) inversa:

Fie (A, B) necontrolabild. Atunci 3 T astfel incat, din teorema de descompunere
controlabila, avem:

o A, —A —A B
=rg[Al - A|B]=rg|ll -A|B|= !
n=rg[4l - A|B]=rgul - A| 8] rg{ 0 a,-n 0}
= rg[’“l -A | Bl]+ rg[Mz - Az]: n.+N,=n
ceea ce ar fi absurd.
Observatie: Operationalizarea criteriului Hautus.
Fie:
def
o(A)={1 e C|det(1l — A)=0} (23)
Daci A ¢ o(A) atunci, evident, rg[Al — A]=n deci si:
rg[Al —A|B]=n (24)

De aici deducem ca singurele numere A € C pentru care trebuie sa verificim conditia din
criteriul Hautus sunt valorile proprii ale lui A.

Putem enunta criteriul Hautus astfel:
(A, B) este controlabila < rg[Al —A|B]=n,viea(A) (25)



