CURS 2

Capitolul 1: Raspunsul in domeniul timp si operational al sistemelor
liniare netede

Fie sistemul liniar neted:

x(0)=x,,teT 1)

{)‘((t): Ax(t)+ Bu(t)
y(t)=Cx(t)

Raspunsul in domeniul timp al unui sistem liniar neted este:
t
x(t)=e™x(t, )+J‘t e"Bu(r)dr )
Este evident ca raspunsul nu depinde decat de At =t —t, si atunci alegem t, =0:
x(t)=e*x, + J; e IBu(r)dr (3)
Remarcam ca raspunsul este format din doi termeni:
o x(t)=e"x, = X(tX wo=o €ste rdspunsul liber al sistemului, adica raspunsul sistemului n
conditiile n care comanda este identic nula.
U Alt-r) _ < . . RV
o X (t)= Le Bu(z)dz = X(tX x,=0 cste raspunsul fortat al sistemului, adica raspunsul

sistemului in conditiile in care starea initiald este identic nula.

Se poate observa ca se aplica principiul superpozitiei, mai exact:

()= %, (0% X, (0= ] a0+ X(V] @
Se numeste matricea de tranzitie a starilor si se noteaza cu CD(t) matricea:
Mot
o(t)=e =L+ A AT (5)

Folosind aceastd notatie, putem scrie:
X, (t)=e"x, = D(t)x, (6)

Iesirea sistemului se obtine din ecuatia a doua a sistemului (1):
t
y(t) = Cx(t)=Ce"x, + JO Ce""")Bu(z)dz )
Si aici se remarca doi termeni:
def ef
e, (t) =Ce™x, = y(t] ug-o ©ste iesirea liberd a sistemului, adica iesirea sistemului in
conditiile in care comanda este identic nula.
def def
o vy, ()= L Ce'Bu(r)dzr = y(tj x,=o €ste iesirea fortata a sistemului, adici iesirea

sistemului in conditiile in care starea initiala este identic nula.

Si aici este valabil principiul superpozitiei, mai exact:
y(t) =y, )+ v (1) = y(t)ugoo + ¥(t) 0 ®)

Definitie: Se numeste matricea pondere si se noteaza cu T(t) matricea definita de:

T(t)d:Ef Ce™B 9)



Se poate observa ca folosind aceastd notatie, avem:

def
v (t)= [ T(t-oh(e)dr =(T *u)t) (10)
Daca aplicam transformata Laplace ecuatiilor sistemului (1) obtinem:
L[x(t)] = sx(s) - x, (11)
Sistemul se poate rescrie:
{sx(s)— X, = AX(s)+ Bu(s) 12)
y(s)=Cx(s)
Astfel, in operational, raspunsul sistemului este:
X(s)= (sl = A)*x, + (sl — A) " Bu(s) (13)

Se remarca aici cele doud componente ale raspunsului:
def

o x(s)=(sl-A)"x, = X(SX u(s)=0 componenta liberd a raspunsului

def
o X,(s)=(sl—A)"Bu(s) - X(SX y,-0 componenta fortata a raspunsului

Evident, se respecta principiul superpozitiei:

X(S) =X (S)+ Xs (S) = X(SX uis)=0 T X(SX Xo=0 (14)
Observatie: Din relatia (6) de mai sus, observam ca:
®(s)= (sl - A" (15)

Observatie: Metode de calcul al lui e™:
: - t ot - : I
e calculul direct al seriei e™ =1 +EA+EA2 +..., care are sens in mod special atunci cand

seria are un numdr finit de termeni (adica daca exista k astfel incat A* = A*** =0). Tn acest
caz, matricea se numeste nil potenta, de exemplu, in cazul unei matrice superior diagonale.
e cand exista k astfel incat A“ = A“** neidentic nuld (matricea se numeste idem potent?)

e folosind forma Jordan: daci A=TJT %, atunci e =™ * =Te"T !
e M= si-Ay't=0

Iesirea sistemului se scrie:
y(s)=Cx(s)=C(sl — A) ™" x, +C(sl — A)"Bu(z) (16)
Remarcam cele doua componente ale iesirii:
def
e (S) = C(SI - A)fl Xy = y(SX u(s)o ©Ste componenta liberd a iesirii

e vy, (s)=C(sl—A)"Bu(s)= y(s} x,=0 €ste componenta fortata a iesirii

Din nou, se observa respectarea principiului superpozitiei:

Y(s)=¥i(5)+ ¥ (8)= ¥(S) uspoo + ¥(8) o0 (17)

Definitie: Se numeste matricea de transfer si se noteazi cu T(z) matricea definita de:

def

T(s)=C(sl-A)"'B (18)

Ecuatia fundamentala a lumii liniare:

Y(s) 0 = C(sl — A)*Bu(s) =T(s)u(s) (19)



Observatie: Reversibilitatea timpului.

Din ecuatia (13) se poate calcula X;:

—@(s)xo+£®s Bu(s

x(t)=e x0+je t’Bu( )d

x(t) = d(t)x, +_[

Deoarece <I)(t) " existd mereu @~ l(t) dD( t) s1 atunci:

= d(—t)x(t)+ j O (t)D(t — 7)Bu(z)dz x (20)

sau in domeniul timp:

De aici se observa posibilitatea de a il extrage pe X,, ceea ce inseamna ca timpul este mereu
reversibil intr-un sistem liniar neted.

Observatie: Cazul mono intrare - mono iesire. Functia de transfer H (s)

Pentru cazul m= p =1 avem:
{X(t): AX() +bu(t) x(0)=x,,teR (21)

H(s)=c'(st -A"b (22)
Proprietitile H(s):

e este scalar
e este o rationala strict proprie

. H(s)= () fuas" +t Sy
p(s) s"+a, ;S +..+a
e descrierea ca schema ecuatie diferentiala a sistemului liniar discret

rys
11 (0)=HloM() = )z @)
Y+ (s)p(s)=r(shu(s) (24)
(8" + ety ys" oty (8)= (B, 48" +... B, ) (25)
Daca relatiei de mai sus ii aplicam transformata Laplace i 1nversa in conditii initial nule, obtinem:

ViV O+ .Y O+ gy (1)= Pyt )+ + Boult) (26)

. 1t>0 L

o fieu(t)=u,(t)= {O,t 0 Definim:

def

U(t)= £,,u" () +..+ Sou(t) (27)

U, ()= Au'(t)+ Bult) = Bou 1 (t)+ AS(H)
Folosirea transformatei Laplace si a functiilor de transfer rezulta si din abilitatea acesteia de
a trata discontinuitatile de speta 1 pe marimea de intrare.
e interpretarea lui H(s)



y;(s)=H(sh(s)
Daca consideram un semnal sinusoidal, s = jw, atunci:
yi(iw)=H(jop(jo)
H(jo) = H()e
Y, (ja)): H(a))ej¢(”)u(ja)): H(a))e”’(”’)ej‘” - H(a))ej(’“*"’(‘”))
Un semnal sinusoidal este amplificat cu un factor de amplificare si defazat cu o faza ¢(a))
ceea ce justifica interpretarea lui H (h a)) ca o admitanta complexa.

u(t)=o(t) de unde y, (s)=H(s)s(s)=H(s)

LHH(s)} = {cTe‘“bdEf h(t), matricea _ pondere,t > 0
0,t<0

h(t)t>0

0,t<0

pondere si este prelungirea analitica in R a raspunsului cauzat la impuls.

def
Lt {yf (S)} =h, (t), raspunsul cauzat la impuls. h, (t) = { . unde h(t)este functia



