CURS 3

Capitolul 2: Raspunsul in domeniul timp si operational al sistemelor
liniare discrete

Fie sistemul liniar discret:
{x(t +1)= Ax(t)+ Bu(t)x(o): ‘ez, o
y(t)=Cx(t)

Unde x(.) Rn— starea

u(.) Rm —intrarea
y(.) Rp —iesire
A Rnxn, B Rnxm, CRp
Daca iteram ecuatia 1 obtinem:
x(1) = Ax, + Bu(0)

x(2) = Ax(1)+ Bu(1) = A*x(0)+ ABu(0)+ Bu(1) @
x(t)= Ax(t —1)+ Bu(t —1)= A'x(0)+ A"*Bu(0)+...+ Bu(t -1)
De aici putem deduce raspunsul in domeniul timp al unui sistem liniar discret:

K(t) = A%, + 3 A Bu() 3

Remarcam ca raspunsul este format din doi termeni:
o x(t)=A'%, = X(t1 u=o ©ste raspunsul liber al sistemului, adica raspunsul sistemului in

conditiile in care comanda este identic nula.
t—i
o X (t)= Z A"Bu(i)= X(t)‘ y,-o cste raspunsul fortat al sistemului, adica raspunsul
i=1
sistemului in conditiile in care starea initiala este identic nula.

Se poate observa ca se aplica principiul superpozitiei, mai exact:

X(t)=x(t)+x, (t)= X(tju(t)zo_'_x(tj Xp=0 (4)
Se numeste matricea de tranzitie a starilor si se noteaza cu CD(t) matricea:
def
(D(t)i A',cut>0 (5)
Folosind aceastd notatie, putem scrie:
X (t)= A%, = Dft)xg (6)

Se observa ca aceasta relatie are aceeasi forma ca si in cazul neted.

Iesirea sistemului se obtine din ecuatia a doua a sistemului (1):

t-1 )
y(t)=Cx(t)= CA'x, + > CA""*Bul(i) )
i=1
Si aici se remarca doi termeni:
def def
° (t) =CA'X, = y(t] u=o ©Ste iesirea liberd a sistemului, adica iesirea sistemului in

conditiile in care comanda este identic nula.



def t def
o vy, (t)= Z:CAt “Bu(i) = y(tj w0 ©ste iesirea fortata a sistemului, adica iesirea sistemului

i=0
in conditiile in care starea inifiala este identic nula.

Si aici este valabil principiul superpozitiei, mai exact:

y(t) =y, O+ ()= () ugo0 + V) oco

Definitie: Se numeste matricea pondere si se noteaza cu T(t) matricea definita de:
0,t<0
T(t)=1 s
CA™B,t>0
Se poate observa ca folosind aceasta notatie, avem

=Y(®) |, ZTt (i) = (T *u)t)

Daca aplicam transformata Z ecuatiilor s1stemu1u1 (1) obtinem:

Z[x(t+1)]=2x(2)- 2%,

{zx(z)— 2x, = Ax(z)+ Bu(z)
y(z)=Cx(z)
Astfel, in operational, raspunsul sistemului este:

x(z)=(zl —= A) 2%, +(z1 - A" Bu(z)

Se remarca aici cele doud componente ale raspunsului:
def
o x(z2)=2(z21 —A) ' x, = X(ZX w20 componenta liberd a raspunsului

Sistemul se poate rescrie:

def
« x(2)=(z1 -A)*Bu(z) = x(z) ,,., componenta fortata a raspunsului

Evident, se respectd principiul superpozitiei:

x(z)=x(2)+x,(z)= x(qu(Z)E0 + x(zX -
Observatie: Din relatiile de mai sus, observam ca:
Z{x (1)} =%, (2) = Z{A%, }= 2(21 - A) %, < Z{A }=2(21 - A
de unde se poate scrie ca:
A =7 ozl - A
Iesirea sistemului se scrie:
y(z)=Cx(z)=Cz(zl - A)*x, +C(z1 - A)*Bu(z)

Remarcam cele doud componente ale iesirii:

def
o y(2)=Cz(zl -A) "%, = y(zx u(z)=0 ©Ste componenta liberd a iesirii
e y.(z)=Cl(zl -A)"Bu(z)= y(zj x,=0 €ste componenta forfata a iesirii

Din nou, se observa respectarea principiului superpozitiei:

¥(2)=y,(2)+ ¥ (2)= ¥(2) uiopo + Y(2) 0

Definitie: Se numeste matricea de transfer si se noteazi cu T(z) matricea definita de:

(8)

9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



def

T(z)=C(z1 -A)"B (18)

Ecuatia fundamentala a lumii liniare:

Y(z) 0 = C(2l = A) " Bu(z) =T (2)u(2) (19)

Obs Ec fundamentala a lumii linare
Y (2) = ¥(2) | ,0mo=T(2)u(2)

Teoria structurala a sistemelor liniare:

def
Se poate observa ci T(s)=C(sl — A)'B este identica din punct de vedere algebric in cazul neted si
in cel discret, i anume este un fascicul matricial. De asemenea, ecuatia fundamentald are forma:

y (4)=T(2u(2) (20)

Marea majoritate a problemelor din Teoria Sistemelor Liniare nu au Tn vedere aspectul neted sau
discret al unui sistem, caracterul algebric fiind predominant asupra celuilalt caracter.

A-l B A B
D(lamda) = c 0 sau P, = c 0

Observatie: Cazul mono intrare - mono iesire. Functia de transfer H (z)
Pentru cazul m= p =1 avem:

x(t+1) = Ax(t)+bu(t) e
Do) 0=ie? )
difCT zl — -1 :ﬂ
H(z)=c"(z1 -A)"'b e (22)

Proprietitile H(z) (H(z) este identicd ca forma cu H(s) ceea ce face ca toate proprietatile
acesteia sa fie respectate):

e este scalar

e este o rationald strict proprie

H(z)= r(z) _ fuz" +.+ 5

p(z) z"+a, 2" +..+a
e descrierea ca schema cu diferente finite a sistemului liniar discret

Y (2)= H(ZMZ):%U@

Y1 (2)p(z) = r(z)u(z)
(2" + @y (2™ ot gy, (2) = (B, 02"+ + By (2)

Ve (t+n) ooy, (t+n—2)+...+ayy,t)=p,, Yt +n-1)+..+ Bult)

Observatii: Ireversibilitatea timpului pentru Sisteme Liniare Discrete

x(t) = dt)x, + S ot —i ~1Bui)

i=0
<A transpus inversabila> <& < A inversabila>



In general cond generala nu poate fi recuperata. Singura diferenta notabile intre SN si SD dpdv al
teoriei sist



