CURS 4

Capitolul 4: Realizarea de Stare a Sistemelor Liniare

Problema realizarii (de stare) (PRS) reprezintd determinarea reprezentarii de
stare (deci a tripletului (A, B, C) pentru un sistem liniar specificat intr-o maniera intrare-
iesire (prin matricea de transfer sau prin matricea de raspuns cauzal la impuls).

Problema realizarii de stare se formuleaza astfel: Fie T(ﬂ.) e RP™ (/1) -0
matrice de rationale strict proprii. Sa se gaseasca (daca este posibil) un sistem liniar
>, =(n, A,B,C) un sistem liniar astfel incat:

T(1)=C(Al -A)'B )
unde n reprezintd dimensiunea realizarii de stare.

Observatie: Forma standard a unei matrici de transfer T(4).
Fie:  p(4)=cmmmelp, (2)}= 2" + &, , A" +...+ (4)
unde i=1m, j=1p si a, =1.

Atunci inseamni ca putem scrie T(1) aStfeI'

1
=t |l = ” =——[r (2 5
D=ll= 2ol il Q
,undei=Lm,j=1,_
Exemplu:
. | 1 A-2| o5 a-2|
FIQT()“)_||2(,1+1) (A+1D4] [2+1 (2+1)4]
Atunci, avem:
n=2
p(A)=AA+)=2+1={a, =1
a,=0
, de unde se poate scrie ca:
1
T(z)_mno.s/l A-2|

Pe de alta parte, Insa, avem:

1
T(1)=——=|R, +RA+..+R A"
( ) p(ﬂ)” 0T 1

(6)

unde Re R™™.
Continuand exemplul, putem scrie ca:

T(1)= ﬁ({o ~2]+[o5 1]1).



Teorema 1: Realizarea standard controlabila. O realizare controlabila a lui
T(1)e R”™(4) de rationale strict proprii este dati de:
0 I . 0 0

m m " m m
A - B, = v c. :[Ro R Rn—l]
0, 0, I,
-l —-ol, .. —al, I,
(7)
unde dimensiunea realizarii este:
Ne =Nxm (8)

unde 0, si ., sunt de dimensiuni nxm.

Demonstratia este identica in cazurile neted si discret. Vom analiza doar situatia
cazul unui sistem neted.

Xe = A X+ B.u
C AC C (9)
y =CcX
X
- - def 1 - -
Definim x. =|... |, unde x; € R™. Sistemul de la (9) se poate scrie astfel:
Xn
X, 0, I 0, X, 0,
- T+ u
Xnq 0, 0, I, Xn g 0,
X, Q I m (le m - an—ll m L Xn I m (10)
Xl
y= [Ro R, R4
anl
Xn
Demonstratia consta in verificarea functiei de transfer.
X, =X,
X, = Xq
! (12)
Xna = Xp
X, ==X +...+—a, X, +U
y=RX +..+R X,

Aplicéand sistemului (11) transformata Laplace pentru x, =0 obtinem:



SX, = X,
SX, = X,

SX, , = X

n

SX, = —pX, +..t—, 4 X, +U

y=RX +..+R X,

Prin substitutii succesive, din sistemul (12) putem obtinem urmatoarele:

X, = SX;
X3 = Sle .
de unde rezulta ca:
n-1
X, =S" X

Care se mai poate scrie si astfel:
1
X \S)= u(s
(%) S"+a, S" .+ )
Inlocuind in ultima ecuatie din sistemul (12) obtinem ci:
Y1 (8)=(Ry + SR, +..+ 5" R, Jx (8) => y, (s) =Ry, () +
(14)
Iar daca introducem si ecuatia (13), ajungem la forma:
R, +SR, +...+s" 'R, _
yi(s)="—+ tu(s)
s"+a,,S" +..ta,
Din ecuatia (15) putem scrie imediat ca:

Y1 (8) =T(s)u(s)

T(s)= X +an_18”11 P (Ry +Rys+..+R, S
Exemplul:
N =2x2=4
00 1 0
0, 1, 00 0 1
Ac{—aolz allj_ 00 -1 0
00 0 -1

(12)

(13)
e+ R X, (S)

(15)
”’1) ged



Teorema 2: Realizarea standard observabila. O realizare observabila a lui

T(1)e R”™(4) de rationale strict proprii este dati de:

0, « 0, =g, R,
I .. 0 A R
AO: p p 1%p ,BO: 1 slc:c):lop Op
0, « I, —a.,l, R4
unde dimensiunea realizarii este:
No =NxP
Exemplul:
No =2x1=2

wefr R
B"{Ej{o?s _12} s
Co=[0, 1]=[0 1]

Observatie Problema realizéirii minimale :
Deoarece in general m= p=>n_ #n,

Problema realizarii minimale Fiind data T (1) € R”™" (1) o matrice de rationale
strict proprii. Sa se gaseaasca daca e posibila o realizare minimala (caciulitia si la suma)

~ o~ o~

> =, A, B,C) avem A >n ai pt orice alta realizare a lui T(4),%, =(n,A,B,C) n>=n

Ccu caciula

3)

1

Minimalitatea trebuie inteleasa in sensul dimensiunii spatiului starilor.

Observatii:
1) RSC
Pentru cazul m= p =1 (sistem cu o intrare §i o iesire) avem:
X = AX +bu "t
. ,'>3T(S): ﬁn—lS +1 +IBO
y=cC X S"+a, ST+

n-1
:>T(/1)= nﬁnfl/l nt"'+ﬂ0
A ro AT+t a

(18)



I T I P
Ao 0o 0 .. 1 )
-a, —0; . —Q,, 1
0.0....1
R. =[b, AD,..... " 1=
C [cAc c Ac c] 01 ......
La, ...
siCc' =8 B - Bl (16)

Observam cd matricea A. este in formad de companion matricial, iar coeficientii
a,, a0, , sunt coeficientii polinomului caracteristic.
Matricea A. este ciclica.

Faptul ca
def

Ro=b A .. AT'b] (17)
este de rang maximal face ca realizarea sa fie controlabila ( rang(R) =N, ), care este
criteriul de controlabilitate.

2) RSO
Pentru cazul m= p =1 (sistem cu o intrare i o iesire) avem:
0 .. 0 —¢ B
1 .. 0 -
Ao = “ b = A sic, =[0 .. 0 1] (19)
0 .. 1 —a.4 Baa
Faptul ca
Co 0 . 1
def T o .. 1 *
Q=| © M |- £0 (20)

COT Aonfl 1 * *
este de rang rg(Q)=n face ca realizarea si fie observabila.

Principiul dualitatii.
2= (AL e )= 0= (Aby.c,")
A'c,,b]

Fie H(4). Scriem ca:



H(2)=cl (A — A )b = HT(2) = [cZ (a1 — A )b | =bT (11— AT ) e,

Pe de altd parte, avem:

H(4)=co (A - A;)"bg

Din (21) si (22) putem scrie ca:

e =(Ac'bc'C(T:)=Zo(A§ ’Cc’bg)
——unpatrat(H)—— Y sunpatrat(?)——
Obs : RSC si RSO sunt controlabile , respectiv observabile.
m=p=1det(Al — A ) =det(SI- Al —A)) =1" + a, A+t a,

Capitolul 5: Echivalenta Sistemelor Liniare

Definitia 1: Doua sisteme X = (n, A, B,C) si 3= (n, A, L3>, é) se numesc echivalente daca
existd un izomorfism T : R" — R" astfel incat:
A=TAT*
B=TB (1)
C=cCcT?
Observam ca relatia de echivalenta este o schimbare de coordonate in spatiul starilor:
X =Tx @)

Definitia 1 descrie o relatie de echivalenta. Astfel, aceasta relatie trebuie sa fie:
T . T
e simetrica: Z ST EX=>X~ X2
T T TN
e ftranzitiva: X, ~2, 51 2,~2, = X, ~ X,
In
o reflexiva: £ ~XZ =>T=In

Se poate spune astfel ca, de fapt, atunci cand lucram cu un sisteme liniare, numerele cu
care lucram sunt reprezentantul unei clase.

Teorema 1: Dou sisteme %, = (A,B,C) si £, = (A, B,C) echivalente cu initializari
echivalente (asemenea) X, = TX, si aceeasi intrare au iesiri egale si evolutii pe stare
echivalente.

X(t)=Tx(t) (3)

Demonstratie:
Din ¥ ~ 2 deducem ca 3T astfel incat A=TAT *,B=TB,C =CT .
Se poate scrie, deci, ca:

R t A
R(t)=e™g, + J.GA(t_T)BU(ThT = (4)
0

(21)

(22)

(23)



t
R(t)=e™ Tx, + J‘eTATfl(”)TBu(r)d r=
0
t
R(t) =Te T *Tx, + [Te* T *TBu(r k7 =
0
t
R(t)=TeMx, + J.TeA(”)Bu(r)jr =
0

t
R(t) = T(eAt Xy + jeA(t”)Bu(r)j r) =
0

%(t)=Tx(®) (5)
Similar, demonstram ca:
§(t)=Cx(t)=C(T T )k =Cx(t) = y(t) (iesiri egale) (6)

Definitia 2: Echivalenta intrare-iesire (I/E). Doua sisteme X = (n, A, B, C) si
> = (n*, A" B", C*) sunt echivalente intrare-iesire daca au aceeasi matrice de transfer.
C(a. —A)'B =c(al, -A)'B=T(4) (10)

Observatie: n” = n.

Definitia 2 descrie o relatie de echivalenta. Astfel, aceasta relatie trebuie sa fie:
e simetrica: X, ~ %, > X, ~ X, (prin identitate)
e ftranzitivd: X, ~X, 51 X, ~ X, > X, ~Z,
o reflexiva X, ~X =>T =1In

Obs(Relatii echivalente)
Obs echivalenta => echiv intr — iesire
2 sisteme echivalente sunt echiv si intrare —iesire

Reciproca propozitiei 2 este falsa.

Relatia de echivalenta conserva:
a) o(A)—spectrul lui A
o(A) ={1 €C|det(Al — A) =0}
o(A) = o(TAT ) = o(A)
b) rang B sirang C
x = Ax + Bu
Obs y=Cx+Du
T(s)=C(sl—-A)'B+D



